O logaritmech prakticky

Pavel Hruby
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Uvod

Logaritmus néjakého ¢&isla zapisujeme log, x. Napfiklad log,128.
a nazyvame zdaklad logaritmu, x je argument logaritmu.

Funkce logaritmus je svazana s exponencidlni funkci, tedy pro pochopeni a odvozeni vztah
(vzoreck) pro logaritmy, je potfeba znat vzorecky pro exponencialni a mocninné funkce. Tedy je
tfeba umét pocitat s mocninami a odmocninami.

PFi FeSeni logaritmickych rovnic zase musime znat postupy a vzorecky pro reseni linearnich a

kvadratickych rovnic.

Jak spocitame logaritmus?
Na kalkulacce (ale predstavte si, Ze kalkulacku nemame) nebo podle vzorecku (defini¢niho vztahu)
pro logaritmus.

Plati vztah (tak se logaritmus zavadi, je to definice logaritmu)

D1: KdyZ plati log,x = y, tak je to to samé jako a” = x.
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Takze jak spocitame log,128 ? PRIKLADY 1.1

Hleddame né&jaké y, pro které bude platit 2Y = 128, zkusime

log;9 =
y=1,2,3,..., 7, pro sedmicku ndm vyslo, 7e plati 27 = 128 a tedy
log,128 = 7. log,64 =
Poznamky k zépisu logaritmd 109191000 =
Hodné casto se vyskytuji logaritmy se zdkladem 10. Pak se l0og1010° =
zaklad nepise, to znamena3, Ze desitku vynechdvame a jen si
myslime (pfi vypoctu prikladu si 10 tam muzZeme kdykoliv l0g100,001 =
dopsat), tedy logx = log,x. Takovyto logaritmus nazyvdme
dekadicky logaritmus. log, 8-
Pokud uvidime zapis typu In x nebo g x, pak je zakladem logy,110 =
logaritmu specialni Cislo e — Eulerovo Cislo. Takovy logaritmus
nazyvavame prirozeny logaritmus. Cislo e ma obrovsky vyznam 109%9 -
pfi vypoctech ve fyzice, biofyzice, pfirodnich védach apod. Tedy
Inx = log,x. Cislo e je iracionalni, tedy nelze je zapsat logs3'*" =

Ge J , teay Jezap

zlomkem a pfiblizné se rovnd e=2,718281828... loge,e™> =

Co mUZeme v logaritmu pouzit za ¢isla?
PonévadZ mame log,x = y je to samé jako a¥ = x, pak pro zaklad a plati, Ze musi byt vétsinez 0 a
také, protoze 1 na cokoliv je vzdycky 1, nesmi byt a rovno 1.

Tedy pro zaklad a plati, Ze se jednd o redlné Cisloaa > 0,a # 1.

Také vime, Ze pro realna cisla vidycky x vyjde kladné. Z toho plyne, Ze do logaritmu nemUzeme
dosazovat zaporna ¢isla a ani nulu. Proc¢ nulu. No, pokud chceme jako vysledek umocriovani dostat
nulu, musime umocnovat nulu a to nemlzeme, protoze a>0. Tedy x>0.

Proto zapisy log(—5), log_,8 jsou nesmysIné. KdyZz nam tedy vyjde pfi feseni rovnice s logaritmy
takovéto Cislo, pak rovnice nebude mit feSeni. To uvidime dale.

Vzorecky pro logaritmy
Pro Upravy vztah(, kde se vyskytuji logaritmy potfebujeme
vzorecky, podobné jako pfim praci s mocninami. Tyto vzorecky

OPAKOVANI — nékteré vzorecky
pro mocniny a odmocniny

(vztahy) Ize ze vztah(l pro mocniny odvodit. Délat to nebudeme a¥-a¥ = ag*ty
®. »

—_ = ax_y
Ze vzoreckd v ramecku tedy pomoci defini¢niho vztahu pro ay
logaritmus log,x = y je to samé jako a” = x, odvodime: (@) = a*¥
L1: log,(x-y) = log,x + lo m

ga(x-y) =log, 9ay N = g

(logaritmus soucinu je soucet logaritmu) 1

——gx
L2: log, (i) =log.x — log,y a*

(logaritmus podilu je rozdil logaritm()
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L3:logx" =n-log,x

(logaritmus mocniny je soucin exponentu n a logaritmu)

To jsou nejzakladnéjsi vzorecky a ostatni se daji z nich pak odvodit.
Jako tfeba

L4:log,1 = 0 (z definice D1)

L5: log, G) = —log,x (zevztahul2al4)

L6: al®9e* = x (z definice D1)

1
L7:log,\x = log xn = %logax (kde se to tu vzalo?)
L8: log,a = 1 (z definice D1)

L9:logix = —log,x (z definice D1)

. __logpx -
L10: log,x = logpa (z definice D1)

Pouziti vzoreckl — priklady na logaritmy — Cisla

N| = A

1 3
log3§+ log,V8 = -1 +E =

Logaritmické rovnice
Logaritmické rovnice jsou rovnice, které obsahuji logaritmy s nezndmou.

Logaritmické rovnice prvniho typu
Pfi feSeni rovnici prvniho typu pomoci logaritmickych vzorcl pfevedeme do tvaru, kdy na kazdé
strané rovnice bude logaritmus se stejnym zakladem. Pak uZ jen porovname argumenty logaritm.

VyuZijeme vztah,

V1: kdyz log,A = log,B pak A = B

ale POZOR, pokud pouzijeme tento vztah, je vidy nutna zkouska.

Priklad

logs(2x +3) —logz(x —2) =2

Budeme se snazit dostat na obou stranach rovnice logaritmus o zakladu 3 z néjakych vyrazu.
Levou stranu upravime podle L2, pravou stranu podle definice tj. log;9 = 2

2x+ 3

log3 Y — 2 = log39

A pouzijeme V1,

2x+3_9
x—2

po Upravé dostaneme linedrni rovnici
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2x+3=9-(x—2)
7x =21
x=3

Na konci vypoctu je dulezZité si ovérit, zda vysledné rfeseni odpovida podminkam plynoucim ze zadani
—argument logaritmu musi byt kladny.

Zkouska:

logs(2-3+4+3)—1logz(3—2) =2

log3(9) —logs(1) = 2

2—-0=2

2=2

Zkouska nam vysla, a tedy vysledek vyhovuje podminkam.

Nesmime zapomenout zapsat feseni Glohy — mnoZina kofen(l dané rovnice K = {3}.

Teprve ted je priklad vyreseny.

Pfiklady na procviceni. OPAKOVANI KVADRATICKA ROVNICE
1. log,(x +7) =6 K= {57} ax® +bx+c=0

2. logy(2x—1) = 3 K= {325} Diskriminant

3. log(3x—2) = 2 K= {34} D= b?— 4ac

4. log;(2x-3) = 4 K= {42} Pokud je diskriminant nezéporny,
5. logs(x?—2x+1) = 2 K=1{6;-4} pak

6. log,(x>+7x—14) = 4 K={3;-10} —b++D

7. logy(x2 —x—3) = 3 K= 1{6;-5) M2 ="

8. log,(x> +9x +24) = 1 K=1{-5;-4}

9. logx’+logx = 12 K= {10000}

10. logx’—logx = 4 K= {100}

11. log;x3+2-logyx = 15 K= {27}

12. 4-log, x* —log, x> = 60 K= {64}

13. logx®— logx? =8 K= {10}

14. logx*+logl = 2 K ={3/100}

X
15. logi/x* +logx = 1 K ={4/1000 }

Logaritmické rovnice druhého typu — substituce
Substituci rozumime nahrazeni jednoho matematického vyrazu jinym vyrazem.
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Vyresime nasledujici rovnici

Ze je to rovnice druhého typu pozname tak, ze se ndm po vynasobeni rovnice log x objevi tento

logaritmus ve druhé mocniné. Na to vzorecek neni.

Provedeme substituci (nahrazeni) logx = y a dostaneme rovnici bez logaritm0

3 2
y=3--

y
y?=3y-2
y2—=3y+2=0

Tuto kvadratickou rovnici vyiesSime.

=2y =1

Nyni provedeme takzvanou zpétnou substituci, protoZe nasim tikolem nenf vytesit y ale x. TakZe
dostaneme dvé elementarni logaritmické rovnice. Substituce byla logx = y tak dosadime za y:

logx; =2

logx, =1

AteSeni proxje

x; = 100

x2=10

Ponévadz se logaritmus vyskytuje v rovnici ve jmenovateli zZlomku je povinna zkouska nebo uvedeni
podminek fesitelnosti pdvodni rovnice. Tedy logx # 0, x > 0. To obé feSeni splfuji, a tak mizeme

napsat fedeni K = {10,100} @.

Priklady na procviceni

16.
17.
18.
19.
20.
21.
22.
23.
24.

25.

log(x* +15))

2-logx = log (x + 6)

2-logx = log (x +4) +log2

log (x —2)+1log9 = 2-logx
log, (x+7) = 2+log, (x+1)
log; x —log, (x +8) = 2

log, (2x—-7)—-log, (x+3) = 1
log; (x +24) —log;x = 2

log (x —2) +logy (x +3) = 2
log (x +2) +log (x +5) =2-logx

=2
log(x+3)

K= {3}
K= {4}
K= {3; 6}
K= {1}
K=
K=0
K= {3}
K= {6}
K=
K={1}
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26. logix—log,x = 0 K={1;7}
27. logix—log,x-2 =0 K ={16;0,25}
28. log,x+ 2 = -3 K:{l,l}
log, x 93
29. logx+ 6 _g K ={10000}
log x
; 27 _ :
30. logx’ = K ={1000;0,001 }
log x
31. log’x+logx*—8 = 0 K ={100;0,0001}
32. log’x+logx°+9 = 0 K =1{0,001}
33. log(log.(log, x)) = 0 K ={243}

34. log,(log,(log.(3x+2))) = 0 K={9}
35. In(log,(log,(5x—1))) = 0 K={2}

36. log(log,(log,(4x+7))) = 0 K ={411}

Logaritmické rovnice tretiho typu — logaritmovani
Jedna se o rovnice, kde musime logaritmovat obé strany rovnice. V podstaté se jednd o vyuZiti vztahu

kdyz A = B pak log,A = log,B , kde A a B jsou kladné vyrazy.
Naptiklad rovnice

x!09% = 1000 - x2

zlogaritmujeme

log(x"°9%) = log(1000 - x?)

logx -logx = log1000 + 2logx

log?x — 2logx —3 =10

a to je rovnice druhého typu. Provedeme substituci y = logx.
y2—=2y—-3=0

Vyjde:y; = =1 y, =3

A provedeme zpétnou substituci

logx;, =—-1 - x;=0,1
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logx, =3 —= x, =1000

Provedeme zkousku. VSechny vyrazy jsou po dosazeni platné, takze dosazovani do plvodni rovnice
mUzZeme provést pro oba vysledky.

Prvni vysledek:

0,1!°9%1 = 1000- 0,12

0,17' =1000-0,01

10 =10

Druhy vysledek

100091000 = 1000 - 10002

10003 = 10003

Odpovéd. Mnozina kofent je K = {0,1; 1000}

Pfiklady na procviceni

37. x"™* = 10000 K ={100;0,01}
38. X7 = 512 K-{si ]
39. x** =03 K=0

40. x** = 81 k= 9%}

3 J10
41. ¥ =410 K={Jﬁ;}
42, x*°= = 1000 K=

Logaritmické rovnice ¢tvrtého typu
Rovnice, které jiz nejde resit bez kalkulacky ¢i pocitace. Lze je ptiblizné fesit graficky. Nevychazeji celd
Cisla nebo zlomky. Po Upravach rovnice dostaneme vétsinou vyraz

log,A=B

kde jak vyraz A, tak vyraz B obsahuje proménou x.
Tedy napf.

logx =x—2

Rikdme, e takovato rovnice neni fesitelna analyticky. (@)
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Grafické feseni rovnice (pouzit WolframAlfa online)

X = 0.0102385522814433...

X = 2.37581208759343...

Odkazy na priklady a zdroje

https://skolaposkole.cz/matematika-ss/logaritmicke-rovnice

https://hotelovkapodebrady.cz/moment/MAT Funkce a rovnice/20 Rovnice logaritmicke.pdf

https://www.wolframalpha.com/
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