Multiplikativni grupy zbytkovych trid
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1 Prehled znaceni v této publikaci

p ... prvocislo

P ... mnoZina vsech prvocisel

Z ... mnoZina celych Cisel

@() ... Eulerova funkce

Zn' ... aditivni grupa s m prvky

Zm' ... multiplikativni cyklicka grupa s ¢ (m) prvky
Z, ... multiplikativni cyklicka grupa s p-1 prvky
Gp ... mnoZina generatord grupy Z,"

<g> ... cyklicka grupa generovana prvkem g

Zojo» Nojp ... podgrupa Fadu n grupy Z,”

ord(a) ...rad prvku a

ord(N) ...rad grupy N

Xq(n,*) ... DirichletGv charakter

E; ... mnoZina Dirichletovych charakterl grupy Z,"
én ..n—tdodmocninazl,§, = e%n

n ... grupa n — tych odmocninz 1

Fn ... N —té Fermatovo &islo, F, = 22" 4+ 1

log, Y ... diskrétni logaritmus o zakladu g

Aut(Zm") ... grupa automorfismd grupy Zm’



2 Uvod

Tento text vznikl v ramci mého opakovani zaklad(ll algebry, zejména specializované ¢asti Abelovych
grup. Dukazy vét neprepisuji z plivodnich publikaci. Jejich bibliografie je uvedena na konci tohoto
textu. Pokud nékteré tvrzeni neni v publikacich obsaZeno, pak nasleduje jeho dikaz. Jednotlivé
kapitoly jsou usporadany tak, jak jsem pti opakovani postupoval a jak jsem se prokousaval starymi i
novymi definicemi a pojmy. Kapitoly jsou doplnény ukdzkami, zde je nazyvam ilustrace, které mi snad
pomohli pochopit obsah a vzdjemné vztahy matematickych abstrakci.

Cela publikace je zamérena na porozumeéni slozitosti komutativnich cyklickych grup zejména ve
vyjadreni zbytkovych tfid celych cisel.

Predpokladem pro porozuméni tomuto textu je absolvovani nékterého zakladniho vysokoskolského
kurzu algebry s pojmy monoid, grupoid, grupa, okruh, obor integrity, téleso, morfismus a dalSimi
terminy, které se k témto matematickym objektlm vazi. TéZ se predpoklada znalost zakladnich
vztah(l z modularni aritmetiky.

3 Zakladni predpoklady

A ted rychlé shrnuti nékterych pojma a tvrzeni.

3.1 Grupy zbytkovych trid modulo p
Zbytkové tfidy modulo p budeme znacit Cislicemi 1, 2, 3, ..., m, kde pfislusna cifra znamena
nekone¢nou mnoZinu danou pfedpisemt = {a € Zza=tmodp, 0<t<p—1}

Definice

Zbytkovou tfidou modulo n rozumime mnozinu viech celych Cisel, které pti déleni pfirozenym
Cislem n davaji stejny zbytek. Tuto mnozinu pak mizZeme chapat jako jeden celek a cela cisla, ktera
obsahuje, jiz dal nerozliSovat.

llustrace

Zbytkové tfidy modulo 5
0={0,5,10,--}
1={1,6,11,---}
2=1{27,12,---}
3={3,8,13,-:-}

4 =1{4,9,14,---}

a pro operaci s¢itani zbytkovych tfid 1 + 3 mod 5 = { 4,9, 14,9,---} mod 5 = 4
a pro operaci nasobeni zbytkovych tfid 2 * 3mod 5 = {1,6,16,21,---} mod 5 =1

Tvrzeni

MnoZina zbytkovych tfid modulo p s operacemi scitani a nasobeni zbytkovych tfid tvori téleso.
Budeme znacit T,.

llustrace
Téleso Ts a vyjadreni operaci Cayleyho tabulkami:

Aditivni grupa Ts Multiplikativni grupa Ts
+ 0 1 2 3 4 * 1 2 3 4
0| 0 1 2 3 4 1 1 2 3 4
1] 1 2 3 4 0 2 2 4 1 3
2| 2 3 4 0 1 3 3 1 4 2
3| 3 4 0 1 2 4 4 3 2 1
4| 4 0 1 2 3



https://cs.wikipedia.org/wiki/Mno%C5%BEina
https://cs.wikipedia.org/wiki/Cel%C3%A9_%C4%8D%C3%ADslo
https://cs.wikipedia.org/wiki/P%C5%99irozen%C3%A9_%C4%8D%C3%ADslo
https://cs.wikipedia.org/wiki/P%C5%99irozen%C3%A9_%C4%8D%C3%ADslo
https://cs.wikipedia.org/wiki/Mno%C5%BEina
https://cs.wikipedia.org/wiki/Cel%C3%A9_%C4%8D%C3%ADslo

kde 0 je neutrdlni prvek aditivni grupy a 1 je neutralni prvek multiplikativni grupy.
Tvrzeni
T, je téleso praveé tehdy, kdyzZ p je prvocislo.

llustrace
Pokud by p nebylo prvocislo, pak se v multiplikativni tabulce objevi délitelé 0.

Definice
Matematicky objekt Z," nazveme multiplikativni grupou zbytkovych t¥id modulo p, kde p je prvoéislo.
Definice

Abelova (komutativni) grupa G, ktera nema prvky nekonecného fadu, se nazyva periodicka (neboli
torzni) grupa.

3.2 R&d grupy, fad prvku, generdtory a Lagrangeova véta
Definice

Radem grupy G se rozumi pocet prvk( jeji nosné mnoziny, zna¢ime jej |G| (tj., formalné vzato, |G| =
|GI).

Definice

Radem prvku a v grupé G se rozumi nejmensi n e N takové, e a" = 1, pokud takové n existuje.
Znacime ord(a)=n.

Definice

Uvazujme podmnoZinu X — G grupy G. Podgrupou generovanou mnozinou X rozumime nejmensi
podgrupu H (vzhledem k inkluzi) grupy G obsahujici podmnozinu X, zna¢ime ji <X>. Prvky mnoziny X
nazveme generatory podgrupy H.

Tvrzeni

Bud' G grupa a a € G. Pak fad prvku grupy je roven fadu podgrupy generované timto prvkem, tj.
ord(a) = |<a>|.

llustrace
*mod 7 1 2 3 4 5 6 fad prvku
1 1 2 3 4 5 6 1
2 2 4 6 1 3 5 3
3 3 6 2 5 1 4 6
4 4 1 5 2 6 3 3
5 5 3 1 6 4 2 6
6 6 5 4 3 2 1 2

Podgrupu Ns/; = {1,2,4} fadu 3 generuje prvek 2, ktery ma rad 3.

Véta (Lagrangeova véta)

Bud' G konecna grupa a H jeji podgrupa. Pak fad podgrupy H déli fad grupy G, tj. |[H| / |G].



Disledek

Rad prvku grupy déli Fad grupy, tj. ord(a) / |G| pro kazdé a € G.
Disledek

Rad prvku a e H podgrupy grupy G déli fad této podgrupy, tj. ord(a) / |H| pro kazdé a € H.
Lemma

Pranik podgrup je podgrupa.

3.3 Direktni soucin grup
Definice

Méjme grupy A, B. MnoZina G vsech usporadanych dvojic (a,b), a € A, b € B, spolu s binarni operaci
(aq,by) X (a,, by) = (a;°a,, by * b,) je opét grupou, kterou nazveme vnéjsi direktni soucin grup A, B
a znalime jiAxB=G.

Definice

Mé&jme dvé aditivni normalni podgrupy A, B grupy G. Pokud AVB = G, ANB = {1}, fekneme, Ze G
je vnitfnim direktnim soucinem grup A, B, a zna¢ime ho Ax B = G.

Véta

Direktni souéin dvou cyklickych aditivnich grup Z,f, Z;¥ nesoudé&inych ¥adt m, n je cyklickou aditivni
grupou radu mn.

3.4 p-grupy a Sylowovy véty
Definice

Konec¢na grupa fadu p", n e N, kde p je prvocislo, je nazyvdna p-grupou.
Véta

Kazda grupa, ktera je periodicka (cyklickd), je direktnim soucinem svych p-primarnich komponent.
Definice

Méjme grupu G radu p**b, kde ( p,b) =1. Potom kazda podgrupa grupy G radl p® se nazyva
Sylowovska p-grupa grupy G.

Véta

Necht aditivni grupa G je kone¢nou grupou fadu a a p je prvocislo, které déli a. Potom G obsahuje
sylowovskou p-podgrupu.

Prvni Sylowova véta

Kazda p-podgrupa A konecné aditivni grupy B je obsazena v nékteré sylowovské podgrupé grupy B.
Druha Sylowova véta

Kazdé dvé sylowovské p-podgrupy konecné grupy B jsou konjugované.
Treti Sylowova véta

Méjme konecnou aditivni grupu B a p je prvocislo, které déli rad grupy B. Potom pocet vsech
sylowovskych aditivnich p-podgrup grupy B déli o(B) (fad grupy B) a je roven 1 + zp, kde z je néjaké
urcité nezaporné Cislo.



4 Cyklické grupy

Definice

Grupa G se nazyva cyklicka, pokud je generovana jednim prvkem, tj. G = <a> pro néjaké a € G. Prvky
a nazveme generatory grupy G.

llustrace
<3>,={3,3%,33,34,3°,3° mod 7 = {3,2,6,4,5,1}

Tvrzeni
Kazda podgrupa cyklické grupy je cyklicka.
Tvrzeni

Bud' G = <a> cyklickd grupa, kde a je generdtor grupy. Pokud je nekonecna, generatorem jsou pouze
prvky a; a.
Pokud je koneénd fadu n, generatory jsou pravé prvky a* pro k €{ 1; ... ; n- 1},kde k je nesoudé&Iné s n.

Véta (Cauchyova véta)

Bud' G konecna grupa a p prvocislo, které déli |G|. Pak v G existuje prvek fadu p.
Tvrzeni

Cyklicka grupa koneéného fadu n obsahuje pravé ¢(d) prvkd radu d pro kazdé d / n.
Tvrzeni

Pro kazdé n € N plati Y4/, @(d) = n.
Tvrzeni

Necht d/n, kde n je rad cyklické grupy G, n = |G|. Pak pro kazdého délitele d existuje pravé jedna
podgrupa grupy G radu d.

Tvrzeni — izomorfismus Zn" a Zym)*
Necht Z.," je cyklickd multiplikativni grupa. Pak je izomorfni s aditivni grupou Zym)*.
Lemma

Bud' G konecna grupa a predpokladejme, Ze pro kazdé k existuje v G nejvyse k prvkd a splrujicich
a*=1. Pak je grupa G cyklicka.

Tvrzeni

Necht Z," je cyklickd multiplikativni grupa kterd obsahuje viechny zbytkové t¥idy 1, 2, 3, ..., m-1. Pak
m je prvocislo.

Dusledek
Multiplikativni cyklicka grupa Z,", kde p je prvoéislo, ma fad p — 1.
5 Faktoroveé grupy cyklickych grup

Definice rozkladové tfidy
Bud' G grupa a H jeji podgrupa:

e mnoziny aH = {ah : h € H}, kde a € G, se nazyvaji (levé) rozkladové tfidy podgrupy H;



e podmnozina T < G svlastnosti [T~ aH| =1 pro kazdé a € G se nazyva transverzala rozkladu

G podle H.

e pocet rozkladovych tfid se nazyva index podgrupy Hv grupé Gaznadise [G:H]=|{aH:a €
G}H;

Lemma

Bud' G grupa a H jeji podgrupa. Pro kazdé a; b € G plati bud aH = bH, nebo aH N bH = .
Lemma (velikost rozkladovych t¥id).

Bud' G grupa a H jeji podgrupa. Pro kazdé a € G plati |aH| = [H].
Véta (Lagrangeova véta).

Bud' G grupa a H jeji podgrupa. Pak |G| = |H| - [G : H].
Tvrzeni

Rozkladové tfidy podgrupy H grupy G tvofi grupu. Tuto grupu nazyvame faktorova grupa nebo
faktorgrupa.

6 Primitivni koreny
Definice Primitivni kofen

Primitivni kofen modulo n je takové Cislo g, pokud pro kazdé celé Cislo a nesoudélné s n existuje
takové celé &islo k, pro které plati g=a (mod n).

tj. Necht n € N. Celé ¢&islo g € Z, (g, n) = 1 nazveme primitivhim kofenem modulo n, pokud je jeho rad
modulo n roven ¢(n).

llustrace
Cislo 3 je primitivni kofen modulo 7 protoZe:

3°=1=1(mod 7)
31=3=3(mod7)
32=9=2 (mod 7)
33=27=6(mod 7)
3*=81=4(mod 7)
3°=243=5 (mod 7)
36=729=1 (mod 7)
37=2187=3 (mod 7)

Vlastnosti:

e srostoucim k se zbytek 3* mod 7 opakuje v kone€né mnoziné ¢&isel, vtomto p¥ipadé {1, 3, 2, 6, 4,
5}.

e jejich polet je koneény, mensi nez n, nazyva se perioda g mod n

e 7adny zbytek po déleni neni nulovy

e 3“ma k modulo 7 statisticky rovnomérnou distribuci

e vlastnost pouZivand v Sifrovani — pouze ze znalosti zbytku po déleni nelze zpétné urcit g a k




Poznamka

Primitivni kofen modulo p v multiplikativni cyklické grupé Z, je tedy generatorem této grupy.

Lemma

Je-li g primitivni kofen modulo m, pak pro kazdé Cislo a € Z, (a, m) = 1 existuje jediné x, € Z, 0 £ x, <
@(m) s vlastnosti g*e = a(mod m).

Véta

Bud' m € N takové, Ze modulo m existuji primitivni kofeny. Dale necht a € Z, (a, m) = 1. Pak
kongruence x " = a (mod m) je fesitelna (tj. a je n —ty mocninny zbytek modulo m), pravé kdyz

@(m)

a ¢ = 1(modm) , kded = (n, @(m)). Pfitom, je-li tato kongruence fesitelna, ma pravé d reseni.
Véta

Bud'm € N, m > 1. Primitivni kofeny modulo m existuji pravé tehdy, kdyZ m spliiuje nékterou z
nasledujicich podminek:

e m=2nebom=4,
e m je mocnina lichého prvocisla
e m je dvojnasobek mocniny lichého prvocisla.

Véta

Bud m takové, Ze modulo m existuji primitivni kofeny. Zapisme ¢@(m) = pfl -pgz et p,f". Pak pro
libovolné g € Z, (g, m) = 1 plati, Ze g je primitivni koren modulo m, pravé kdyz

om) om)
g Pt £1(modm) .. g Pk # 1(mod m).

Tvrzeni
Cyklické grupy jsou pouze grupy izomorfni s grupami Z;,Z5, Z;k,Z;pk.
Lemma.

Bud' p liché prvocislo, k >= 2 libovolné. Pak pro libovolné a € Z plati
(14 ap)*~2 =1+ ap*~*(mod p¥).

Tvrzeni (Henri Cohen)

Bud'p liché prvocislo a g primitivni kofen modulo p* pro keN. Pak liché z ¢&isel g, g + p* je primitivnim
kofenem modulo 2p*.

Lemma

a. Bud'k e N, kx3.Pak 573 = 1 + 271 (1mod 2¥)
b. Rad &isla 5 modulo 2% je 2¥2, k>3.
c. Primitivni kofeny existuji modulo 2* pravé tehdy, kdyz k< 2.

Tvrzeni

Necht m € N je délitelné alespori 2 prvodisly a neni dvojnasobkem mocniny lichého prvodisla. Pak
modulo m neexistuji primitivni kofeny.



7 Generatory cyklickych grup

Tvrzeni
Necht g je generdtor Z,". Pak i g¥ je generdtor Z,"pro (k,p-1)=1.
Tvrzeni
Cyklicka grupa Z,” mé pravé ¢ (p-1) generatord. MnoZinu viech generator( grupy Z," zna&ime G,.
Nejmensi generator z této mnoZiny oznaéme g;.
Tvrzeni
Necht g je generdator Z,". Pak i g je generator Z,,".
Tvrzeni
Necht g je generdtor Z," a prvoislo p je ve tvaru p=4k+1. Pak i -g je generator Z, (tj. -g = p-g).

Ddsledky
Sudé mocniny Cisel g nemohou byt generatory.

Tvrzeni

p-1
Pokud je g generdtorem grupy Z,", pak plati g 2 = —1 (mod p)

Tvrzeni
p-1 _
NechtaeZ,,pePaplatia 2 = —1 (mod p). Pak bud a € G, nebo plati 0 = ordya = pTl, kde
0 = ordya je liché islo, tj. a je generdtor podgrupy Noyp.
Dukaz:
llustrace
V grupé Zs;; maji prvky a = 8,14,23,29 fad 12 (jsou to generatory podgrupy Nia/37), 3=36/12 je liché
37-1
Cisloaplati8 z = —1 (mod 37).
Disledek

p-1
Pro p=Fn (Fermatovo ¢islo) je g generatorem grupy Z," pravé tehdy, kdyz plati g 2 = —1 (mod p)

llustrace pro F;
17-1

372 =-1(mod17)

8 Automorfismy cyklickych grup

Tvrzeni

Necht Z," je multiplikativni grupa a G, mnofZina jejich generatord G, = {g1,82,...,.&m}, kde m = @(p-1).
Pak existuje pravé m automorfisma Fi: g1, g;, kde i=1,2,...,m.



Tvrzeni

MnoZina {F1,F»,...,Fm} spolu s operaci skldddni zobrazeni, tvo¥i grupu Aut(Z,").

Dusledek: Fad grupy Aut(Z,") je vidy sudé &islo @(p-1).

Lemma
Nechta € Z;, g € Gp,a = g*. Pak

ak — (gx)k — gxk modp — gkaod(p—l)

Lemma

Nechta,b € Z;,g € Gy,,a = g*,b = g”. Pak

x+k (x+k) mod(p—1)

ab:gxgy:g modp=g

Lemma
Necht g,h,a € G,,h = g%, a=h*(x,p—1) =1,(w,p—1) = 1. Pak
a=h*=(g")*= g""modp = gtW)moal-1 ¢ g,

Lemma

Necht p je prvocislo tvaru p=4k+1. Pak plati 4/ @(p-1).

Dukaz:

Prvodislo p je ve tvaru p=4k+1, ¢(p-1)= @(4k), k je ve tvaru k = 2% - pfl s pg" , tedy @(4k) =
(2042 - pit o pin) = 2041 (pMt - pin) = 2041 (py — Dpt ™ - -+ a ponévad? pi-1 je sudé

2N — 9a+2 .., 4"1 4 9a,,0171
g)slo =2 X P =4 2%%pt T
Pozorovdni

Pokud k = 2% - pi* - -+ pi®, pak 2@~ D7 / (k)

llustrace:
Z11" s mnozinou generatort G1:={2,8,7,6}

Kazdy generdtor generuje pravé jednu usporadanou mnozinu p-1 prvkd, tedy Ize definovat zobrazeni
Wy: g = Uy, kde Ug je uspofadanad p-1 -tice prvki. Téchto zobrazeni je pravé ¢(p-1), kde ¢() je
Eulerova funkce. Generatory v p-1 -tici jsou ty mocniny generdtoru g, kde exponent je nesoudélny

s p-1. Tedy ostatni generatory dostaneme z nejmensiho generdtoru g; umocnénim na exponent
nesoudélny s p-1.

11 exponent
exp. Generator 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
1 2 2 4 8 5 10 9 7 3 6 1
9 6 6 3 7 9 10 5 8 4 2 1
; 7 7 5 2 3| 10 |4 6 9 8 1
3 8 8 9 6 4 10 3 2 5 7 1
¥ad sloupce 10 > 10 5 2 5 10 5 10 1




Pfi zobrazeni generdtoru 2 napf. na generator 8 se transformuji vSechny prvky grupy. Tedy 4 na 9, 8
na 6 atd. Pokud prvek pro generdtor 2 je vyjadien jako 2%, pak pro generator 8 je vyjadfen jako

83 — (2k)3 — 23km0d p= 23k mod(p—l).

Skladani jednotlivych automorfism( W, je tedy moZné si pfedstavit jako nasobeni exponentd
generatord (modulo p-1), pficemz vysledny exponent je opét nesoudélny s p-1 a je to tedy opét
néktery z generatord.

Pro generdtory g, a, b, c a pfislusnd zobrazeni tedy plati

llJa ° lIJb = llJC a tedy lpgr ° Lp'gs = qjgr-s(mod(p—l))

Pro znaceni automorfism( ndm tedy bude stacit uvadét pouze exponenty u zakladniho generatoru g,
tedy A, 0 A5 = Ar-s(mod(p—l))

Pro p=11 tedy mame v exponentech r, s a generator g1 = 2 (mod 10). Lépe rfeceno, na volbé
generatoru g zde nezdlezi, pro prehlednost volime vidy nejmensi generator gi.

Tedy zvolme g=2, pak generétory Z1;" jsou 2=2%, 8=23, 7=27, 6=2°, tedy exponenty jsou 1,3,7,9, tedy
Cisla nesoudélna s p-1, tj. zde s Cislem 10.

Tabulka automorfismu Ae

Exp. 1 3 7 9
1 A; As Az As
3 As Ao Ay A;
7 A7 A1 Ag A;
9 Ao A; As Ag

a kdyZ pouzijme pouze exponenty r, s:

Exp.rs| 1 3 7 9

1 1 3 7 9

3 3 9 1 7

7 7 1 9 3

9 9 7 3 1

a po preznaceni A, a precislovani
F1 F2 F3 F4
F1 F1 F2 F3 F4
F2 F2 F4 F1 F3
F3 F3 F1 F4 F2
F4 F4 F3 F2 F1

Tato grupa je izomorfni s grupou Z4*.



llustrace pro p=17
Tabulka generator( a zobrazenina Z,".

Grupa Z;, ma celkem 8 automorfismd. G{, = {3,5,6,7,10,11,12,14}

17 exponent

Generator 1 2 3 4 5 6 7 9 10 11 12 13 14 15 16
3 3 9 10 13 5 15 11 16 14 8 7 4 12 2 6 1
5 5 8 6 13 14 2 10 16 12 9 11 4 3 15 7 1
6 6 2 12 4 7 8 14 16 11 15 5 13 10 9 3 1
7 7 15 3 4 11 9 12 16 10 2 14 13 6 8 5 1
10 10 15 14 4 6 9 5 16 7 2 3 13 11 8 12 1
11 11 2 5 4 10 8 3 16 6 15 12 13 7 9 14 1
12 12 8 11 13 3 2 7 16 5 9 6 4 14 15 10 1
14 14 9 7 13 12 15 6 16 3 8 10 4 5 2 11 1

fad sloupce | 16 8 16 4 16 8 16 16 8 16 4 16 8 16 1

Automorfismy - souciny exponenti mod 16

Odpovidajici tabulka soucinu exponent( generatort mod 16. Jedna se tedy o
multiplikativni grupu, ktera neni cyklickd, fadu 8 a je izomorfni s Gg =Z4*x Z5".

exponenty 1 3 5 7 9 11 13 15 rad

1 1 3 5 7 9 11 13 15 1

3 3 9 15 5 11 1 7 13 4

5 5 15 9 3 13 7 1 11 4

7 7 5 3 1 15 13 11 9 2

9 9 11 13 15 1 3 5 7 2

11 11 1 7 13 3 9 15 5 4

13 13 7 1 11 5 15 9 3 4

15 15 13 11 9 7 5 3 1 2

Gg =Z,"X Z4*

00 01 02 03 10 11 12 13 fad
00 00 01 02 03 10 11 12 13 1
01 01 03 00 02 11 12 13 10 4
02 02 00 03 01 12 13 10 11 4
03 03 02 01 00 13 10 11 12 2
10 10 11 12 13 00 01 02 03 2
11 11 12 13 10 01 02 03 00 4
12 12 13 10 11 02 03 00 01 2
13 13 10 11 12 03 00 01 02 4

komutativni




Pro tento izomorfismus Ize definovat predpis — pfifazeni prvkl o stejném radu. Evidentné Ize
definovat vice izomorfismQ.

exponenty | Gs fad
1 00 1
3 01 4
5 13 4
7 12 2
9 03 2
11 02 4
13 11 4
15 10 2

lustrace Zo"

Existuje celkem 12 automorfism( pro generatory G»o={ 2,3,8,10,11,14,15,18,19,21,26,27}

29 exponent
Generator 1 2 3 4 5 6 7 8 .I 10|11 |12 |13 |14 |15 |16 |17 |18 |19 | 20 |21 (22 [ 23 |24 |25 | 26 | 27 | 28
2 2 4 8 16| 3 6 12124119 9 18| 7 |14 (28 (27| 25|21 |13 |26(23 |17 | 5 10 (2011|2215 1
3 3 9 (2723|114 |12 | 7 |21 |5 (15|16 (19|28 (26|20 | 2 6 (18 (25|17 (22| 8 |24 |14 |13 |10 1
8 8 6 (19| 7 |27 |13 |17 | 20|15 | 4 3 (24(18 |28 (21|23 (10|22 2 |16|12| 9 |14|25|26| 5 |11| 1
10 10|13 |14 | 24| 8 (22|17 |25|18| 6 2 |20(26|28|19|16|15( 5 (21| 7 |12| 4 [11(23 |27 | 9 3 1
11 11 (5 (2625|124 9 |12 (16| 2 (22 (10|23 (21 (28|18 (24| 3 4 1151|2017 13|27 | 7 |19]| 6 8 1
14 14122118 |20|19( 5 12123 | 3 13 (8 |25 2 (28 (15| 7 |11 | 9 |10(24 |17 | 6 |26|16 |21 | 4 |27 | 1
15 15(22(11|20|10| 5 |17 |23 |26 (13|21 (25|27 (28|14 | 7 |18 | 9 |19|24|12| 6 3116 8 4 2 1
18 18| 5 3 25 (15| 9 17116 |27 |22 (19 (23| 8 |28 |11 (24 |26| 4 |14 |20 (12|13 | 2 7 1106 (21| 1
19 19113 15|24 |21 (22|12 (25|11 | 6 |27 |20 3 |28|10|16 (14| 5 8 7 |17 4 (18 (23| 2 9 126| 1
21 21| 6 |10 | 7 2 (1312|2014 | 4 | 26|24 |11 | 28| 8 |23 |19 |22 |27 (16|17 9 [15|25]| 3 5 (18| 1
26 26 | 9 2 23 (18| 4 17| 7 8 5 14116 |10 (28 3 |20|27 | 6 |11 25|12 |22 |21 |24 (15|13 |19 | 1
27 27| 4 |21 |16 |26| 6 (17 |24|10| 9 |11| 7 |15|28| 2 | 25| 8 |13 | 3 (23 (12| 5 (19|20|18 (22|14 | 1
radsloupce | 28 (14 | 28 | 7 |28 |14 | 4 7 |28 |14 (28 7 | 28| 2 |28 7 (28|14 |28 | 7 4 (14 (28| 7 | 2814 (28| 1
A pfislu$nd grupa automorfism{ Aut(Z,9') (mod 28)
exponenty 1 3 5 9 11 13 15 17 19 23 25 27 fad
1 1 3 5 9 11 13 15 17 19 23 25 27 1
3 3 9 15 27 5 11 17 23 1 13 19 25 6
5 5 15 25 17 27 9 19 1 11 3 13 23 6
9 9 27 17 25 15 5 23 13 3 11 1 19 3
11 11 5 27 15 9 3 25 19 13 1 23 17 6
13 13 11 9 5 3 1 27 25 23 19 17 15 2
15 15 17 19 23 25 27 1 3 5 9 11 13 2
17 17 23 1 13 19 25 3 9 15 27 5 11 6
19 19 1 11 3 13 23 5 15 25 17 27 9 6




23 23 13 3 11 1 19 9 27 17 25 15 5 6

25 25 19 13 1 23 17 11 5 27 15 9 3 3

27 27 25 23 19 17 15 13 11 9 5 3 1 2

Tato grupa Aut(Zxs) je izomorfni s grupou Gi* = Z* x Z,".

Aditivni grupa fadu 12 neni cyklicka.

Z6*7, 00 01 02 03 04 05 10 11 12 13 14 15 rad
00 00 01 02 03 04 05 10 11 12 13 14 15 1
01 01 02 03 04 05 00 11 12 13 14 15 10 6
02 02 03 04 05 00 01 12 13 14 15 10 11 3
03 03 04 05 00 01 02 13 14 15 10 11 12 2
04 04 05 00 01 02 03 14 15 10 11 12 13 3
05 05 00 01 02 03 04 15 10 11 12 13 14 6
10 10 11 12 13 14 15 00 01 02 03 04 05 2
11 11 12 13 14 15 10 01 02 03 04 05 00 6
12 12 13 14 15 10 11 02 03 04 05 00 01 6
13 13 14 15 10 11 12 03 04 05 00 01 02 2
14 14 15 10 11 12 13 04 05 00 01 02 03 6
15 15 10 11 12 13 14 05 00 01 02 03 04 6

Obsahuje tfi podgrupy fadu 6 tj. <01>, <11>,<12>.

Tvrzeni

Grupa automorfismi Aut(Z,") grupy Z,” je izomorfni s nékterou komutativni aditivni grupou Gq,(p 1)

Dasledky
a) Tato grupa G;f(p_l) je cyklicka pouze tehdy, je-li@(p — 1) = 2 - p¥, kde p je liché prvotislo, a
tedy grupa automorfism@ Aut(Z,") grupy Z,” je cyklickd pravé tehdy, kdyz ¢(p — 1) = 2 - p*.
b) Grupa automorfismd Aut(Z,") grupy Z," , kde p je tvaru p=4k+1, neni cyklicka.

Tvrzeni

Grupa automorfismi Aut(Z,’) grupy Z,", kde p je tvaru p=4k+1 ????, je izomorfni s nékterou
komutativni aditivni grupou G(';(p_l)/4 X K;, kde x je grupové nasobeni a K, je Kleinova grupa.

Dukaz

(p(p 1) fad @(p-1), pak je grupa cyklicka. Ale cyklické
grupy mohou byt pouze grupy fadu 2, 4, p* a 2p, kde p je liché prvocislo. @(p-1) je sudé, takze
nemdze byt typu p*a navic plati pro p=4k+1, Ze 4/ ¢(p-1), tedy nem0Ze byt ani typu 2p“. Ponévadz
zadny prvek nema rad ¢(p-1), pak nejvétsi rad prvku v grupé je ¢(p-1)/4. Existuji tedy podgrupy fadu
®(p-1)/4 grupy G;f(p_l) ,0znatme je No@p-v. (Tyto podgrupy mohou, ale nemusi byt cyklické.)

4

Podgrupa Nq)(p—l)je izomorfni néjaké Z,; kde m = o) _ (p(4k)

o(4k) = (p(2a+2 L pin) = 2041 o (pTr e pT) am = @ = 2% p(p™ - pn)

.Necht k = 2% - p/"* -+ po™, pak

Pokud je k liché pak a=0 am = (p(pf‘l et pr‘fn) = ¢(k)

Podgrupy jsou pravé .....



PPPPPP?

Tabulka automorfismi grup

Typ k Pocet automorfismU Izomorfni
P P d(p-1) s grupou
5 4 4k+1 1 2 Zy"
7 6 2 Zy*
11 10 4 Y
13 12 4k+1 3 4 s
17 16 4k+1 4 8 Zs'x 25"
23 22 10 Zst x Zy*
29 28 4k+1 7 12 Zs' x Zy*
31 30 8 2% Z5*
37 36 4k+1 9 12 Zst x Z5*
41 40 4k+1 10 16 Zs'x 75"
43 42 12 Ze" x Zo°
47 46 22 2t x Z5*
53 52 4k+1 13 24 VAPAD WV oN
59 58 28 Zia x Zo*
61 60 4k+1 15 16 Zs' x 7o*
67 66 20 Zio" x Z5*




9 Diskrétni logaritmy
Necht p, g k, Y jsou pfirozena ¢&isla, pro néz plati Y = g* mod p. Potom kazdé ¢&islo k odpovidajici
uvedené rovnici nazveme diskrétni logaritmus o zakladu g z Y vzhledem k modulu p.

k =log,Y

Tato definice nedefinuje Cislo k jednoznacné (generator( grupy je vidy vice nez jeden), proto se
nékdy upravuje tak, Ze ze vSech moznych diskrétnich logaritm( ve smyslu predchozi definice se
vybere ten nejmensi generator.

Pozndmka: Obecné se nemusi jednat pfimo o pfirozend cisla modulo m, diskrétni logaritmus je
zobecnéni klasického logaritmu pro konecné cyklické grupy.

Pozndmka:
V nékterych publikacich se tato Cisla nazyvaji indexy.

llustrace pro p=11

11 exponent
Generator 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
2 2 4 8 5 10 9 7 3 6 1
6 6 3 7 9 10 5 8 4 2 1
7 7 5 2 3 10 4 6 9 8 1
8 8 9 6 4 10 3 2 5 7 1
¥ad sloupce 10 5 10 5 2 5 10 5 10 1
24=5 log,5=14
11 Cislo
Zaklad log. 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
2 10 1 8 2 4 9 7 3 6 5
6 10 9 2 8 6 1 8 7 4 5
7 10 3 2 6 2 7 1 9 8 5
8 10 7 6 4 8 3 9 1 3 5




10 Odmocniny z jedné
Definice n-té odmocniny z jedné

Komplexni Cisla z splfujici rovnost z" =1 nazyvame n-té odmocniny z jedné. MnoZzinu vSech n-tych
odmocnin z jedné budeme znadit pn.

Lemma

Necht K je kone¢né rozsifeni télesa Q. Pak mnoZina vsech odmocnin z jedné (tj. m-tych odmocnin z
jedné pro néjaké m € N), které lezi v K, tvofi konecnou cyklickou multiplikativni grupu fadu m.

Lemma

Mnozina ., tvofi cyklickou podgrupu fadu n grupy C*. Navic pro m e N splriujici m/n plati pm / pn .
Lemma

Ke kazdé multiplikativni cyklické grupé Z,* existuje izomorfni grupa Wy.1 s prvky pp-1.

llustrace
(pro Z7°)

2mi

w = e7-1 = & je generdtor grupy Z;°

2$w2< 32w
3
-1 w? \n/ 1> wb
4e§>\\\-—//759w5

vy — 2n 2 , . 2m
ProneN oznatime §, = en = cos — + isin o

Definice

Lemma

§p—1 je generdtorem Wp.1, kde peP. Necht m je nesoudélné s p-1, m< p-1. Paki &;; je
generator.

Lemma

Oznacme Z,_; mnoZinu vsech generatortd Wy.1. Pak Z,_, je izomorfni s mnoZinou
p-1 p p-1
generatoru Gp.

Tvrzeni

Necht &, je generator grupy Wy.1. Pak i prvek komplexné sdruzeny &, je generator této
grupy.

Tvrzeni

Necht p je liché prvodislo. Pak



p-1
[ [-2 = ~1Gmodp
i=1

Dlkaz:

p je liché prvocislo

p-1
| l P P=1 _ p142+4-4p-1 _ , 2 _ 2Mi—~4— iy

E;—l - f;—l ' fz%—l et Ep—l = Ep—l = p—12 = e p-1 — TP = 1
i=1

©
Tvrzeni (Wilsonova véta)
(p—1)!'=—-1modp
Dikaz:
Podle (49) jsou grupy Z,* a W,.1 izomorfni a poradi nasobeni v diikazu (54) je komutativni.
©

llustrace
(7—1D!'=—-1mod 7

720 = —1mod 7
6 =—1mod?7
8
Tvrzeni
p—-1
Z &1 =0mod p
i=0
Dukaz:
k+P22
Pro kazdé &f_, existuje &islo opatné $por” = —&5 4
kP21 2migp-1 k- Zmipl :
Szp_lz = eP—l(k+ 2 ) = "p1.ep-1 2 = 55—1 et = _5(;7(—1
©
Disledek
p—-1
Z 5;;_1 =—1modp
i=1
Z a= 0modp
aezy
llustrace
6 *7
Za= 14+2434445+6=-——mod7 =0
aezZ;

8
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11 Dirichletovy charaktery

Definice

Necht n je pfirozené &islo, Dirichlet(iv charakter modulo n je pak zobrazeni x: Z > C, které splfiuje
nasledujici podminky:

(i) (uplna multiplikativita) x(a - b) = x(a)-x(b), pro kazdé a; b € Z,
(ii) (periodi¢nost) x(a + n) = x(a) pro kazdé a € Z,
(iii) x(a) = 0 pravé kdyz gcd(a; n) > 1.

Dirichletovy charaktery jsou Uzce spjaty s charaktery konec¢nych grup. Kazdy Dirichlet(iv charakter
modulo n ziskame z charakteru grupy (Z/nZ)_a naopak.

Dirichletlv charakter x:Z->C modulu p>1 je obsaZen v seznamu hodnot x(1)=1, x(2), x(3), ..., x(q-1),
X(p)=0), kde kazda z téchto hodnot je koten jednotky e(r):=exp(2mir), kde r je racionalni cislo.

Conreyovo znaceni pro Dirichletovy charaktery

PouZivame zapis xq(n,*) k identifikaci Dirichletovych charakteri Z-C, kde p je modul a n je index,
kladné celé cislo nesoudélné s p, které urcuje Dirichletlv charakter modulu p. LMFDB znaceni p.n
s 1<n<(p,2) jednoznacné identifikuje xp(n,-).

Znaceni zavedI| Brian Conrey. Tento systém notace je zdkladnim znacenim pro explicitni isomorfismus
mezi multiplikativni grupou (Z/pZ)* a grupou Dirichletovych charakterd s modulem p, coZ usnadriuje
v této notaci uréeni fadu, konduktoru a parity Dirichletova charakteru nebo usnadnuje i uréeni
charakteru. Napfiklad, x5(1,-) je vidy trivialni tj. 1, xo(m,-) je redlné &islo jestlize m*=1modp a pro
vSechna m, n nesoudélnd s p mame xp(m,n)=xp(n,m).

Vztah pro vypocet Dirichletova charakteru (p je prvocislo, g je libovolny generator)

Xp(xX,y) = exp <27ri

loggx - loggy
p—1

(v tabulce LMFD vynechavaji v zapisu 2mi)

V pripadé Wikipedie se uvadi symbol w, pak Ize Dirichletlv charakter zapsat pro

jako

w, kdekjek = logyx - loggy (mod(p — 1))

Z Wikipedie pro p=7:

Dirichlet n
0 1 2 3 4 5 6=-1
Xo 0 1 1 1 1 1 1
X1 0 1 w? w -w w? 1
X2 0 1 w w? w? W 1
X3 0 1 1 1 1 1 1
Xa 0 1 w? -w w w? 1
X5 0 1 W w? w? w 1

a v zapisu LMFD



Xy =e (p f 1)

Tabulky z LMFDB (databaze L-funkci a moduldrnich forem)

Orbit label Conrey labels Modulus Conductor Order

Parity Primitive

7.3 x7(l.-) 7 1 1 EVen

b x7i6,-) 7 T 2 odd

7.c ¥7(2, ), x7(4,+) T T 3 even J

7.d x7(3.-) , x7(5,-) 7 T 6 odd i
Character Orbit Order Primitive 1 1 2 3 4 5
71, ) 7.a 1 no 1 1 1 1 1 1
x7(2,-) Tc 3 yes 1 1 e(3) e(3) e(}) e(3)
x7(3,) 7d 6 yes 11 e(d) e(d) e(3) e(d)
xid) Te 3 yes 1 1 e(d) ed) ed) e@d)
x7(s.-) 7d 6 yes 11 e(3) e(d) eld) e(})
¥7(8,+) Pl 2 yes 1 1 1 1 ] 1

llustrace pro x7(2,3).

Pro generdtor g=3, k = logz2-logz3=2-1=2

Pro generdtor g=5,k = logs2 - logs3 =4-5 = 20 mod6 = 2

27 27l i

~

w = ep—l =e7-1=¢
Tedy x7(2,3)=w?=e(2/6)= e(1/3).
llustrace pro xz(4,3).

Pro generdtor g=3, k = logz4-logz3=4-1=4

Pro generdtor g=5, k = logs2-logs3 =25 =10mod6 = 4

Tedy x7(4,3)=w*= -w = e(4/6)= e(2/3).
Vlastnosti Dirichletovych charaktert

Proa #1

p—1 p—-1
ZXp(a:i)zl Z}{p(i,a)=1
i=1 i=1

Xp(al b) = Xp(b, a)
Grupa Dirichletovych charakterl pro prvocislo p=7

(1 x2)(a) = x1(a) - x2(a)

20



charaktery 1 2 3 4 5 6 rad
1 1 2 3 4 5 6 1
2 2 4 6 1 3 5 3
3 3 6 2 5 1 4 6
4 4 1 5 2 6 3 3
5 5 3 1 6 4 2 6
6 6 5 4 3 2 1 2

Multiplikativni cyklicka grupa modulo 7 zapsana obecné pomoci generatoru u (za u je mozno dosadit
bud’' 3 nebo 5), prvky 3 a 5 jsou vzajemné inverzni.

rad
1 u u? u? u? u® 1
u u’ u? u? u’ 1 6
u? u’ u? u® 1 u 3
u? u? u’ 1 u u? 2
u? u® 1 u u? u? 3
u® 1 u u? u’ u? 6
Aditivni grupa Zs je izomorfni s grupou Z;*
0 1 2 3 4 5 ¥ad prvku
0 0 1 2 3 4 5 1
1 1 2 3 4 5 0 6
2 2 3 4 5 0 1 3
3 3 4 5 0 1 2 2
4 4 5 0 1 2 3 3
5 5 0 1 2 3 4 6

Tabulka 1



12 Fermatova Cisla
Fermatovym Cislem se v matematice rozumi takové pfirozené Cislo, které je rovno

E,=22"+1

pro néjaké prirozené Cislo n. Svoje jméno tato Cisla ziskala podle matematika Pierra de Fermata, ktery
je zkoumal jako jeden z prvnich.

Prvnich devét Fermatovych Cisel je:

Fo=2'+1=3

F1=22 +1=5

F,=2% +1=17

F3=2% +1=257

Fs=2%% +1=65537

Fs =232 +1=4294967 297 =641 x 6700 417

Fe=2% +1=18446 744 073 709 551 617 = 274 177 x 67 280 421 310 721
F; =2+ 1 =340 282 366 920 938 463 463 374 607 431 768 211 457 =
=59 649 589 127 497 217 x 5 704 689 200 685 129 054 721

Fg=2%%+1=115792 089 237 316 195 423 570 985 008 687 907 853 269 984 665 640 564 039 457
584 007 913 129 639937 =1 238 926 361 552 897 x 93 461 639 715 357 977 769 163 558 199 606
896 584 051 237 541 638 188 580 280 321

12.1 Vlastnosti Fermatovych cisel
Snadno nahlédneme, Ze F, prom 2 2 konci na 7, protoze 22™ konéina 6.

Posledni dvoijcisli F, m(Zze konditjenna17,37,57a 97 prom 2 2.

Plati rekurentni vztah Fms:1 = (Fm-1)? +1,

aztoho

Fm+1- 2 = Fm(Fm - 2) a indukci dostdvame

Fm+1 - 2 = Fm Fre1... F1Fo,

ze které plyne, Ze Fm+i - 2 je délitelné vSemi mensimi Fermatovymi Cisly. Tedy

Fmk/ Fm- 2 provsechnak=1,..., m.
Tvrzeni (Goldbachova véta)

Z4adna dvé rdzna Fermatova &isla nemaji spoleéného délitele vétsiho ne? 1.
Tvrzeni (Lucasova véta)

Jestlize p / Fm, pak p je tvaru p =k2™2 + 1, kde k je pFirozené ¢&islo.
Tvrzeni (Pepinliv test)

Prom > 1 je F,, prvoéislo tehdy a jen tehdy, kdyz 3FfmY/2 = -1mod Fn,



13 Experimenty

13.1 Zobrazeni grupy na mnozinu generator(
Definice zobrazeni A grupy Z," na mnozinu G,

Necht Z," je multiplikativni grupa a G, mnoZina jejich generétord G, = {g1,82,...8m}, kde m = @(p-1).
Pro kaZdy prvek acZ,” definujeme zobrazeni A grupy Z," na mnoZiné G, takto A: a —g? (mod p).

Tvrzeni

a. Zobrazeni A vytvori t(p-1) (tau — aritmeticka funkce poctu délitell) po dvou disjunktnich
podmnozin prvkd Z," o stejném Fadu r, oznaéme ji M,. Pro prvek a oznaéme M) mnoZinu
s poradim (exponentem) a.

b. PodmnoZina M, fadu r je mnoZinou generdtor( podgrupy radu r, tj. podgrupy Ns.

Kazda podmnoZzina M, obsahuje spolu s prvkem i jeho inverzni prvek.

d. Pokud na mnoZinu G, plsobi prvek a soudélny s prvkem p-1, vysledkem je skupina M, kde
fad skupiny r=(p-1)/NSD(a, p-1), tedy pokud na mnozinu G, plsobi prvek nesoudélny je
vysledkem opét G,.

e. Pokud vezmeme podmnozinu rfadu r a sjednotime ji s podmnozinami s fradem, ktery déli rad
této podmnoZiny, dostaneme podgrupu grupy Z, Fadur, tj. Uk/r M = Ny jp.

f. Existuje pfirozena symetrie v pofadi mnoZin a<p-1, M) = Mp-1-a).

g IMwll = 1M1l = ¢ (55mm5) = 16l
M(a) =M p-1

NSD(p-1,a)
i. Mz =M.z ={p-1}
jo VXEM,.IgEG,x=g".
p-1
k. Zavedme mocninu G¢ = {g¢; geG} e=1, ..., p-1. PakG'=G,G"'={1},G 2z ={p—1},G¢ =

G,/ kder = ord(G®) = —2—

r/p NSD(e,p—1)

p-1
l.  Nechtje ptvaru p=4l+1,pak G + = {x, p — 1 —x = x~1}, kde x je generator Na.

Dukaz

Pokud je g € Gy, pak kazdy prvek a € Z," Ize zapsat jako g" (mod p) kde n € {0, ..., p-1}. Generdtory
jsou ty prvky grupy, kde n je nesoudélné s radem grupy, tj. p-1.

Déle plati, Ze pokud né&jaké s déli p-1, tak pro libovolny generator ge G, je g"* (mod p) je generéator
podgrupy fadu r=n/s a vSechny prvky podgrupy N/, |ze zapsat jako g?'k(mod p) kde k nabyva hodnot
od 1 do r. Generatory této podgrupy jsou ty prvky g*, kde k je nesoudé@Inésr.

Dusledky:

e Generdtorem grupy Z,” nemuze byt prvek — plny Etverec.

e Pokud prvocislo p je ve tvaru p=6k+1, pak generatorem grupy nemuze byt ani tfeti mocnina
Cisla.

Usporadané k - tice generatoru

Polet generatord grupy Z,” oznaéme h. Pokud sefadime mnoZinu generator( od nejmensiho po
nejvétsi, pak zobrazeni A provede permutaci této h-tice. Pocet téchto permutaci je pravé ¢(h).
Jednotlivé permutace ozna¢me H..



mod 19

Generatory H1 H2 H3 H4 H5 H6
2 2 13 14 15 3 10
3 3 15 2 10 14 13
10 10 3 15 14 13 2
13 13 14 10 2 15 3
14 14 10 3 13 2 15
15 15 2 13 3 10 14
i 1 2 3 4 5 6
a precislujeme:
1 2 3 4 5 6
1 1 4 5 6 2 3
2 2 6 1 3 5 4
3 3 2 6 5 4 1
4 4 5 3 1 6 2
5 5 3 2 4 1 6
6 6 1 4 2 3 5
i 1 2 3 4 5 6




llustrace:

s=2,r=18/2=9,g=2

Nos10 = {1,4,5,6,7,9,11,16,17}

18
979 *(mod 19) = g%*(mod 19) = 22(mod 19) = {4,16,7,9,17,11,6,5,1}

k nesoudélné s 9 jsou cisla 1,2,4,5,7,8 a tedy generatory Nos19 jsou 4, 16,9, 17, 6, 5, tedy celkem

®(9) = 6 generatoraq.

llustrace na grupé Zss"

1 2 3 4 5 6 7 8 9 0 | 112 | 12 | 13 | 14 | 15 | 16 | 17 | 18 p?/su
1 1 2 3 4 5 6 7 8 9 0 | 11 | 12 | 13 | 14 | 15 | 16 | 17 | 18 1
2 2 4 6 8 10 | 12 | 14 | 16 | 18 1 3 5 7 9 11 | 13 | 15 | 17 18
3 3 6 9 12 | 15 | 18 2 5 8 1 | 14 | 17 1 4 7 10 | 13 | 16 18
4 4 8 12 | 16 1 5 9 13 | 17 2 6 10 | 14 | 18 3 7 11 | 15 9
5 5 10 | 15 1 6 1 | 16 2 7 12 | 17 3 8 13 | 18 4 9 14 9
6 6 12 | 18 5 1 | 17 4 10 | 16 3 9 15 2 8 14 1 7 13 9
7 7 14 2 9 16 4 1 | 18 6 13 1 8 15 3 10 | 17 5 12 3
8 8 16 5 13 2 10 | 18 7 15 4 12 1 9 17 6 14 3 11 6
9 9 18 8 17 7 16 6 15 5 14 4 13 3 12 2 11 1 10 9
10 10 1 11 2 12 3 13 4 14 5 15 6 16 7 17 8 18 9 18
11 11 3 14 6 17 9 1 12 4 15 7 18 | 10 2 13 5 16 8 3
12 12 5 17 | 10 3 15 8 1 13 6 18 | 11 4 16 9 2 14 7 6
13 13 7 1 14 8 2 15 9 3 16 | 10 4 17 | 11 5 18 | 12 6 18
14 14 9 4 18 | 13 8 3 17 | 12 7 2 16 | 11 6 1 15 | 10 18
15 15 | 11 7 3 18 | 14 | 10 6 2 17 | 13 9 5 1 16 | 12 8 4 18
16 16 | 13 | 10 7 4 1 17 | 14 | 11 8 5 2 18 | 15 | 12 9 6 3 9
17 17 | 15 | 13 | 11 9 7 5 3 1 18 | 16 | 14 | 12 | 10 8 6 4 2 9
18 18 | 17 | 16 | 15 | 14 | 13 | 12 | 11 | 10 9 8 7 6 5 4 3 2 1 2
Podgrupy:
Nos19 ={1,4,5,6,7,9,11,16,17} Nes10=1{1,7,8,12,18} Ns;10=1{1,7,11}
Zobrazeni grupy Z1s" na G
19
Generatory | 1 2 3 4 5 6 7 8 9 0 | 12 | 12 | 13 | 14 | 15 | 16 | 17 | 18
2 2 4 8 16 | 13 7 14 9 18 | 17 | 15 | 11 3 6 12 5 10 1
3 3 9 8 5 15 7 2 6 18 | 16 | 10 | 11 | 14 4 12 | 17 | 13 1
10 10 5 12 6 3 11 | 15 | 17 | 18 9 14 7 13 | 16 8 4 2 1
13 13 | 17 | 12 4 14 | 11 | 10 | 16 | 18 6 2 7 15 5 8 9 3 1
14 14 6 8 17 | 10 7 3 4 18 5 13 | 11 2 9 12 | 16 | 15 1
15 15 | 16 | 12 9 2 11 | 13 5 18 4 3 7 10 | 17 8 6 14 1
tad My 18 9 6 9 18 3 18 9 2 9 18 3 18 9 6 9 18 1

Modre jsou oznaceny prvky nesoudélné s 18.

G =1{2,3,10,13,14,15}

Mis = {2,3,10,13,14,15} = Gyo

Mo = {4,5,6,9,16,17}; r=(19-1)/NSD(4,18)=18/2=9
Ms = {8,12}; r=(19-1)/NSD(6,18)=18/3=6




Ms = {7,11}
M, = {18}
M1 = {1}



13.2 Symetrie a model ¢tyf prvkd v télese Ty

Tvrzeni

Necht T, je téleso a Z," je jeho multiplikativni grupa. Pak pro kaZdy prvek grupy rdzny od 1 a -1
existuje Ctvefrice prvkd, ktery je jednoznacné urcen jednim z téchto prvka. Pro prvek a jsou
jednoznaéné uréeny prvky -a, al, -a. V pfipadé, Ze prvodislo p je ve tvaru 4k+1 je jedna z téchto
¢tvefic degenerovdna na dva prvky pro néZ pak plati b™l=-b. Vidy existuje degenerovana &tvefice
s prvky 1, -1.

Definice

Ctvercem (Uplnym) prvkd nazveme uspofadanou mnozinu s prvky a, -a, a, -a. Pokud -a=a™
nazveme mnozinu a, -a degenerovanym ¢tvercem. Tuto mnoZinu oznaéme C,. Index a je ¢islovan od
1 do k-1 podle poradi prvkll v 1 kvadrantu. Degenerovany ¢tverec s prvky 1, -1 oznacme Co.

Cy

yd

S~

Tvrzeni

Necht Z," je cyklickd komutativni grupa. Pak polet generdator( této grupy je délitelny 4, pocet &tverc
generatord je @(p-1) /4 (vyjma p=2g+1, kde q je prvocislo, tj. 22, 47, ...).

Tvrzeni

a)

Necht T, je téleso a Z," je jeho multiplikativni grupa a prvoéislo p>7 je ve tvaru p=4k+1. Pak
existuje praveé k-2 nezavislych Uplnych ¢tvercl a degenerovany ¢tverec Ci1a Co.

b) Necht T, je téleso a Z," je jeho multiplikativni grupa a prvocislo p >7 je ve tvaru p=4k+3. Pak
existuje praveé k-1 nezavislych uplnych ¢tverct a ¢tverec Co.
lustrace

p p-1 | ¢(p-1)

11 10 4

13 12 4

17 16 8

23 22 10

29 28 12

31 30 16




37 36 12
41 40 20
43 42 12
47 46 22
53 52 24
59 58 28
61 60 16
67 66 20
Tvrzeni

Mnoziny C, jsou po dvou disjunktni. Sjednoceni vSech C, je mnozina 1, ..., p-1.
Tvrzeni

Necht prvek a = g'. Pak prvky ¢tverce jsou g', -g*, -g*, g*. Pokud t a t+(p-1)/2 jsou nesoudélné s p-1,
pak tento Ctverec je ¢tverec generator(.

Pozndmka
Tedy pro p=4k+1, pak t+(p-1)/2 = t+2k a t je nesoudélné s p-1 = 4k. Tedy (t,4k)=1 a (t+2k,4k)=1, tedy
pokud (t,k)#1 pak podminka splnéna neni.

A pro p=4k+3, pak t+(p-1)/2 = t+2k+1 a t je nesoudélné s p-1 = 4k+2. Tedy (t,4k+2)=1a
(t+2k+1,4k+2)=1, tedy pokud (t,2k+1)#1 pak podminka splnéna neni.

Tvrzeni

Necht Z,". Sjednoceni vech ¢tvercli generatord je mnoZina generatorl grupy G,
Tvrzeni

Pro kazdé a< (p-1)/4 plati

a) 'Ca = Ca
b) Ca_l = Ca
c) C2=1

Tvrzeni

> a=0

a€cCp

[[e=1

a€ecCy
Tvrzeni

Pro kazdé a, b plati

a) Ca i Cb= 1

b) C+C=0
Kde operace * je definovana jako soucin modulo p vSech rdznych dvojic x; * yj, kde x; je libovolny
prvek C, a y; libovolny prvek Cs.
Kde operace + je definovana jako soucet modulo p vsech riznych dvojic x; * y;, kde xi je libovolny
prvek C, a y; libovolny prvek Cs.



llustrace pro Ti;

Ctverce C a -at -a at
1 3 11 14 6
2 9 15 8 2
3 10 5 7 12
4 13 13 4 4
0 16 1 1 16

C1*C2=3*9*11*15* 14*8 * 6*2 mod17 =1, pro libovolné poradi dvojic prvki
C1+C2=349+11+15+ 14+8 + 6+2 mod17 =0, pro libovolné poradi dvojic prvkd

Dikaz: operace obyéejné * mod p a + mod p jsou komutativni a asociativni, tj. Co + C, =a +b + -al+-b°
“t-a+-b+al+tbl= (a +-a+-al+tal)+(b+-b+-b+bl)=0+0=0
C, i C,=a *b * _g ¥ pl* g * _p * glk il (a * gk _glx a‘l)* (b * _py* 1l b—l) =1*1=10©

Pozorovadni
a) Prvky a, -a jsou v Gaussoveé roviné symetrické podle stfedu, prvky a, a jsou symetrické

podle realné osy.

b) Necht g je generétor, pakig? je generétor.

c) Necht g je generator, pak -g je generator pouze tehdy pokud -g = g' a t je nesoudélné s p-1.
Tedy pro t=(p-1)/2+1 je nesoudélné s p-1.

llustrace:
Obecné pro prvek a z T, zobrazime v Gaussové roviné

-a1




llustrace pro T,
Pro zakladni mod 7 v télese T7, 7 ma tvar 4k+3, k=1.

Pro a=3
Znaceni a -at -a at Pozn.
C 3 2 4 5 3, 5 jsou generatory grupy
la-1 1 1 6 6

Pro a=5
Znadeni a -t -a at Pozn.
(] 5 4 2 3 3, 5 jsou generatory grupy
la-1 1 1 6 6

Pozorovadni s Dirichletovy charaktery
i

w=e3
Dirichlet n
0 1 2 3 4 5 6=-1
Xo 0 1 1 1 1 1 1
X1 0 1 w? w -w -w? -1
X2 0 1 -W w? w? -w 1
X3 0 1 1 -1 -1 -1
Xa 0 1 w? -w -w w? 1
Xs 0 1 -w -w? w? w -1




llustrace pro Ti3

Pro zakladni mod 13 v télese Ti3, 13 ma tvar 4k+1, k=3

-1

Znaceni a -a -a al Pozn.

C 2 6 11 7 2, 6,11, 7 jsou generatory grupy

G 4 3 9 10

Cs prvkyia-i 8 8 5 5 degenerovany Ctverec

Co prvky 1a-1 1 1 12 12 degenerovany Ctverec
13 exponent

Generator 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
2 2 4 | 8 3 6 12 11 9 5 10 7 1

Zvolme generdtor 2, <2>= 73",

Prvky 8 a 5 v Ti3 tvofi degenerovany ¢tverec a plati 81 =-8=5.

Prvek 11 je generator nebot 11 = -2 =2’mod13 kde 7=(13-1)/2+1 nesoudélné s 13-1 = 12.

Ctverce | a | -at| -a | a?
1| 2 6 11 7
2| 4 3 9 10
3| 8 8 5 5
0| 12 1 1 12

llustrace pro Ti;

12

gen

o
o

N

w

k=3

o |0Q  |0Q

11

IS

10

Tabulka ¢tvercd pro p=17 s rznymi vstupnimi generatory. G17={3, 5, 6, 7, 10, 11, 12, 14}

1

-1

Ctverce a |-a'|l -ala gen
1 3 |11 14| 6 g g
2] 9 |15 | 8 2 g’
3/10|5 | 7|12 3| g




41 13 | 13 4 4 4 k=4
16 | 1 16 gt
étverce a |-al| -a|at gen
1| 5 |10 |12 7 g | g
2| 8 2 9 15 g?
3| 6 | 14 | 11 g2l g
4|13 13| 4 | 4 g k=4
0|16 | 1 16 gt
étverce a |-al| -a|at gen
11 6 |14 |11 | 3 g g
21 2|8 |15]| 9 g
3/ 12| 7 | 5 |10 g | g
4| 4 4 13 | 13 gt k=4
0j16] 1 | 1|16 g°
17 exponent
Generator 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
3 3 9 | 10| 13| 5 |15 | 11 | 16 | 14 | 8 7 4 | 12 | 2 6 1
5 5 8 6 | 13| 14 | 2 | 10| 16 | 12| 9 | 11 | 4 3 |15 | 7 1
6 6 2 | 12 | 4 7 8 | 14 | 16 | 112 | 15 | 5 | 13 | 10 | 9 3 1
7 7 | 15 | 3 4 |12 | 9 | 12|16 | 10| 2 | 14| 13| 6 8 5 1
10 10 | 15 | 14 | 4 6 9 5 | 16 | 7 2 3 13| 11| 8 | 12| 1
11 1 | 2 5 4 | 10 | s 3 16| 6 | 15 | 12 | 13| 7 9 | 14 | 1
12 12 | 8 | 11| 13| 3 2 7 | 16 | 5 9 6 4 |14 | 15 | 10 | 12
14 14 | 9 7 | 13 ] 12| 15| 6 | 16| 3 8 | 10| 4 5 2 | 11| 1
fad sloupce 16 8 16 4 16 8 16 2 16 8 16 4 16 8 16 1

llustrace pro Ts;
Tabulka ¢tvercl pro p=37, p=4k+1, k=9

Gsy=1{2,5,13,15,17,18,19,20,22,24,32,35}

Prvek 35 je generator nebot 35 = -2 =2®mod37 kde 19=(37-1)/2+1 nesoudélné s 37-1 = 36.

étverce a -at -a atl
1 2 18 35 19
2 4 9 33 28
3 8 23 29 14

(3,36)%1




k=9

p-1

36

22
11
24
12

21

10
20

30
15
26
13
25
31

36

16
32

27
17
34
31

36




13.3 1zomorfismy multiplikativnich grup se sudymi rady

13.3.1 Uvod

V mnoha publikacich se dozvime, Ze aditivni a multiplikativni zapis grupy je v podstaté stejny. No,
neni tomu tak. Evidentn& pokud méme zépis grup Zm" a Zn, jiz se lisi jejich vlastnosti véetné jejich
fadu. Prvni z nich je aditivni grupa a druha multiplikativni grupa okruhu (Zm,+,*). Jisté zapis aditivnich
grup v multiplikativni notaci je mozny, ale pro prvotniho ¢tenare dosti zmateny. Zde budeme dirazné
pouzivat aditivni a multiplikativni notace jen u pfislusného druhu grup. Pro aditivni grupy plati mnoho
tvrzeni, které zde nebudeme vSechny vypisovat. Tvrzeni a jejich dlikazy jsou uvedeny v pfislusné
literatufe.

13.3.2 Multiplikativni grupy se sudym radem
Zvolme si nyni multiplikativni grupu Z;;,, kde m je sudé ¢&islo, m = 2k = 29*1 -pfl e pz", a>=

0,a; = 0 a alespori jedno a; je rzné od nuly. Dale oznaéme aditivni grupu s n prvky G,T.
Obecné vlastnosti:

a) Grupy Z;, vesmés nejsou cyklické, vyjma grup typu m=2p*, kde, p je liché prvocislo,

k pfirozené cislo vétsi nebo rovno 1.

+
p(m)

X , . v m . v vs vs v
c) Rad grupy Z,, je vidy omezen 1, < ||Zn |l < oY kde m,, je poclet prvocisel mensich nez m.

b) Kazda grupa Z;, je izomorfni s grupou G

d) Prvky v necyklické grupé Zj, (a>0) maji maximalni rad @.

e) Grupy Z;, prom = 29*1 -pfl . ~--p3" jsou izomorfni direktnimu soucinu grup
o~ ~ _ _em
Zm = Goomy = (Z3)" X Zif, kde T = 2"*? a F = =
f) Pocet prvkd Fadu 2 v grupé Zp, prom = 20+ . pit ... pin 351, je pravé 22 — 1.
g) Nejvyssifad prvku v grupé Z} je R = Lcm (qo(Z“), o(pit), -+, go(pf:")) , tedy tato grupa je
direktnim soucinem p-grup.

Rad téchto grup je tedy @(2k) nebolim = 2k = 2¢*1.p" - ...p’™ a > 0,a; > 0, tedy je mozné
vybrat z téchto grup nékteré nasledujici typické skupiny.

S1) Typ Z;, , m=2p%, tj.a=0 am = 2k = 21 - pfl , p je liché prvocislo, k pfirozené ¢islo, a;>0.

+

a) Tyto grupy jsou cyklické a jsou izomorfni s cyklickou grupou Zp(m

) a ta je pravé jedna.

b) Nejvyssi fad prvku v grupé je p-1 a téchto prvkl je p(p — 1).

c) V pripadé Ze Cislo ¢ (m) + 1 je prvocislo, pak je tato grupa izomorfni s multiplikativni grupou
Zp(my+1-

d) Priklady tohoto druhu grup.

m = 2p* k
p 2 3 4
3 6 18 54 162
5 10 50 250 1250
7 14 98 686 4802
11 22 242 2662 29282

Tyto grupy jsou cyklické.



llustrace

Cayleyho tabulka pro Z:s"

Zis’ 1 5 11 13 17 | rad
1 5 1 | 13 | 17 1
5 7 17 1 11 | 13 6
7 17 | 13 5 1 11 3
11 11 1 5 13 | 17 7 6
13 13 | 11 17 7 5 3
17 17 | 13 | 11 7 5 1 2

Rad grupy je 6. Je izomorfni s cyklickou grupou Zs* a s multiplikativni cyklickou grupou Z;".

S2) Typ Z;,, m=2%p, tj. a>0 am = 2k = 2971 - p, p je liché prvoéislo, k pFirozené ¢&islo.

a) Tyto grupy nejsou cyklické a vzniknou grupovym nasobenim Kleinovy grupy s cyklickou
grupou radu p.
b) Pocet prvkl fadu 2 je u multiplikativni grupy Z;,, , kde m=2%p pro a>2 pravé 7.

Cayleyho tabulka pro Z:,"

12 =2%*3
Z1 1 5 7 11 rad
1 5 11 1
5 5 11 7 2
7 11 1 5 2
11 11 7 5 1 2

R4d grupy je 4. Je izomorfni s Kleinovou grupou Z5 = Z3 .

Cayleyho tabulka pro Z»s"

24 = 23*3
224 1 5 7 11 13 17 19 23 rad
1 5 11 13 17 19 23 1
5 5 11 7 17 13 23 19 2
7 11 1 19 23 13 17 2
11 11 7 5 23 19 17 13 2
13 13 17 19 23 1 5 7 11 2
17 17 13 23 19 1 11 7 2
19 19 23 13 17 7 11 1 2
23 23 19 17 13 11 7 5 1 2

R4d grupy je 8. Je izomorfni s grupou ZF = Z3 * ZF




Cayleyho tabulka pro Zss"

56=23*7
Zs6 1|3 |5]|9|11|13]|15[17 |19 |23 |25|27|29|31(33|37[39|41|43|45]|47|51|53]|55]fad
1 13|59 |11|13|15]|17[ 19|23 |25|27[29|31[33|37[39[41[43|45|47|51|53|55]1
3 3191527 (3339|4551 | 1 [13[19|25|31|37|43[55| 5 [11]|17[23|29|41|47|53]| 6
5 5|15|25|45 (55| 9 [19|29|39 | 3 [13 23|33 (43|53 |17 |27 |37 |47 | 1 [11|31|41|51| 6
9 9 |27 452543 | 5|23 |41 3 |39| 1 |19]|37|55|17|53|15]33|51|13[31|11]29|47| 3
11 11 {33 [55|43| 9 (3153|1941 29|51 |17 39|65 |27|15|37| 3 [25]|47[13| 1 |23|45| 6
13 131399 |5 (311 ]27|53|23|19|45|15|41|11|37|33| 3 |29|55|25|51|47]|17 43| 2
15 15[(45[19 |23 |53 (27| 1 |[31| 5| 9 [39|13|43|17|47|51|25|55[29| 3 [33|37]|11|41]| 2
17 17 |51 29|41 |19(53 31| 9 |43 |55(33 |11 45|23 | 1 |13 |47 |25| 3 |37|15|27| 5 |39]| 6
19 19| 1 [39| 3 [41(23| 5 |43 |25 45|27 |9 |47[29|11|31|13|51|33|15|53|17|55|37| 6
23 23 (13| 3 |39|29|19| 9 [55|45|25|15| 5 |51 |41 (31|11 | 1 |47|37|27|17|53[43|33]| 6
25 25|19 (13| 1 |51|45|39|33 |27 (15| 9 | 3 |53 |47 [41|29|23|17|11| 5 |55[43 (37|31 3
27 27 12523 (19|17 |15|13|11| 9 | 5| 3 | 1 |55|53|51|47|45|43|41|39|37[33[31]29] 2
29 29 |31(33(37|39|41|43|45|47 |51 |53|55|1 |3 |5 |9 |11|13|15|17]|19|23[25]|27| 2
31 3137|4355 5 |11|17]23|29 (41|47 |53|3 |9 [15|27|33|39|45|51| 1 [13|19]|25]| 6
33 33 43 |53|17 |27 |37 |47 |1 |11 |31 |41 |51 |5 [15|25|45|55| 9 |19|29|39| 3 [13|23]| 6
37 37 | 55|17 (53| 15|33 |51 |13 |31 11|29 47| 9 |27 [45|25|43 |5 |23 |41]| 3 [39[1]|19]| 6
39 39| 5(27|15|37| 3 |25]|47 |13 |1 |23|45|11|33|55|43| 9 |31|53|19|41[29|51]|17]| 6
41 41|11 |37 (33| 3 |29|55|25|51 (47|17 |43 |13 |39| 9 |5 |31| 1 |27|53|23|19|45|15]| 2
43 43 |17 |47 |51 |25|55[29| 3 [ 33|37 |11]|41|15|45[19|23|53[27| 1 |31|5]|9[39]13] 2
45 45123 | 1 |13 |47 25| 3 |37|15|27 |5 |39|17|51|29|41|19|53|31| 9 [43|55|33|11] 6
47 |47 (29|11 )31 |13 |51 |33 |15|53 |17 |55(37 19| 1 |39| 3 [41|23| 5 |43|25(45|27| 9 6
51 51|41 (31|11 | 1 (4737|127 |17 53|43 (33|23 |13 | 3 |39|29|19| 9 [55]|45|25|15]| 5 6
53 53147412923 |17 11| 5 |55]|43 |37 (3125|1913 | 1 |51|45(39(33]27|15]9 |3 6
55 5553|5147 |45(43 4139|137 (33|31|29|27|25]23|19(17|15|13|J11|9 |5 |3 |1 2

o v

Rad grupy je 24. Mame zde: 14 prvkd fadu 6, 2 prvky Fadu 3, 7 prvka fadu 2, 1 prvek Fadu 1.

Pokud srovname Fady prvkd, zjistime, Ze tato grupa je izomorfni s grupou K7 = Z}, kde K je
Kleinova grupa Z3 X Z3.

Dlkaz poctu prvkd fadu 2:

Rady prvka cyklické grupy Z;

Rady

grupy

(Z3)?
1

NINN |- [
NN (NN N

2
2
2




S3) Typ m=2%p", a>1, k>1.
a) Pocet prvkl fadu 2 je u multiplikativni grupy Z;, , kde m=2%p" pro a>2 praveé 7.

Nékteré moznosti téchto grup

a=2
p 1 2 3 4
3 12 36 108 324
5 20 100 500 2500
7 28 196 1372 9604
11 44 484 5324 58564
a=3
p 1 2 3 4
3 24 72 216 648
5 40 200 1000 5000
7 56 392 2744 19208
11 88 968 10648 117128

Vypis sestavy z programu GAP pro a=3, p=11, n=3, m=10648, tedy m = 23 - 113

gap> radygr(10648);
Rad grupy je 4840

Rad prvku [ PocCet prvku
1 1
2 7
5 4
10 28
11 10
22 70
55 40

110 280
121 110
242 770
605 440
1210 3080

Nejvy3si fad prvku je Lem((22), 9(113)) = 1210

llustrace

Ilustrace pro obecny typ pro m

m = 2A5*5*7*11%11*13 = 1761760

a=4, n=4

Rad grupy je 506880

Vypis rada prvk:

~

Rad Pocet

1

63

8

448

V| WIN|F

— 2a+1 .

. an
see pn




6 504

8 512
10 252
11 10
12 3584
15 32
20 1792
22 630
24 4096
30 2016
33 80
40 2048
44 4480
55 40
60 14336
66 5040
88 5120
110 2520
120 16384
132 35840
165 320
220 17920
264 40960
330 20160
440 20480
660 | 143360
1320 | 163840

Vypocet nejvyssiho fadu z GAP: Lcm(Phi(274),Phi(5),Phi(7),Phi(11*11),Phi(13)) =1320

13.3.3 Multiplikativni grupy fadu mocnin 2
Napt. Zs, Z1s, ...

Obecné vlastnosti Z, , m=2"

a) Rad grupy je 2"

b) Maximalni fad prvku grupy je 2"2.

c) Pocet prvkl fadu 2 je 3.

d) Grupa je izomorfni direktnimu soucinu grup Z3 X Z;’n-z, kde druha grupa je cyklicka.

e)
llustrace Z3,
Rad grupy je 16.
1 | 3| 5 | 7 | 9 | 11|13 |15 |17 | 19 | 21 | 23 | 25 | 27 | 29 | 31 |#adprvku
1 1 | 3|5 | 7| 9 | 11|13 |15 |17 |19 | 21| 23 |25 | 27 | 29 | 31 1
3 3 | 9 |15 | 21|27 | 1| 7 | 13|19 |25 |31 |5 | 11|17 ]| 23] 29 8
5 5 |15 | 25 | 3 |13 | 23 | 1 |11 |21 |31 | 9 |19 | 20| 7 | 17 | 27 8
7 7 | 21| 3 |17 |31 |13 |27 | 9 | 23| 5 | 19| 1 | 15 | 29 | 11 | 25 4
9 9 |27 | 13|31 |17 | 3 | 21| 7 |25 |11|2|15]| 1| 19| 5 | 23 4




1 1m | 1 | 23|13 3 |25 15|55 |27 |17| 7 |29]19] 9 |31]|n 8
13 13 7 1 27 21 15 9 3 29 23 17 11 5 31 25 19 8
15 15 13 11 9 7 5 3 1 31 29 27 25 23 21 19 17 2
17 17 |19 | 22| 23 |25 | 27|20 31| 1|3 |5 |7 |9 |11]|13]1s 2
19 19 25 31 5 11 17 23 29 3 9 15 21 27 1 7 13 8
21 21|31 9 |19 20| 7 |17 27| 5 | 15| 25| 3 |13|23] 1|1 8
23 23 5 19 1 15 29 11 25 7 21 3 17 31 13 27 9 4
25 25 |11 |20 |15 | 1 | 19| 5 | 23| 9 |27 |13 |31 |17 |3 | 2|7 4
27 27 |17 7 | 29| 19| 9 |31 |21 |11 | 1 |23|13] 3 |25]15]5 8
29 29 23 17 11 5 31 25 19 13 7 1 27 21 15 9 3 8
31 31 | 29 |27 | 25 | 23| 21 |19 |17 |15 |13 |1 |9 | 7 |5 | 3|1 2

Izomorfni s grupou Z3 X Z5

00 | 01 | 02 | 03 | 04 |05 |06 |07 | 20| 11 |12 |13 | 24| 15| 16 | 17 | rtad
00 00 | 01 | 02 | 03 | 04|05 |06 |07 |20 | 11 |12|13| 24|15/ 16|17 1
01 01 | 02 | 03 | 04| 05|06 |07 |00 |10 | 12|13 |14 15|16 17|10 8
02 02 03 04 05 06 07 00 01 12 13 14 15 16 17 10 11 4
03 03 | 04 | 0s | 06 | 07 |00 |01 |02 | 13| 14 |15 | 16| 17 |10 | 11 | 12 8
04 04 05 06 07 00 01 02 03 14 15 16 17 10 11 12 13 2
05 05 | 06 | 07 | 00 | 01 | 02 | 03 | 04 | 15| 16 |17 | 10 | 11 | 12 | 13 | 14 8
06 06 | 07 | 00 | 01 | 02 | 03 | 04 |05 | 16 | 17 | 10 | 11 | 12 | 13| 14 | 15 4
07 07 | 00 | 01 | 02 | 03|04 |05 |06 |17 |10 |11 | 12| 13|14 15| 16 8
10 10|12 |12 | 13 | 14| 15 | 16| 17 |00 | 01 | 02 | 03| 04 | 05| 06 | 07 2
11 11 | 12 | 13 | 14 | 15 | 16 | 17 | 10 | 01 | 02 | 03 [ 04 | 05 | 06 | 07 | 00 8
12 12 | 13 | 14 | 15 | 16 | 17 | 10 | 11 | 02 | 03 | 04 | 05 | 06 | 07 | 00 | 01 4
13 13 | 14 | 15 | 16 | 17 | 10 | 12 | 12 | 03 | 04 | 05 | 06 | 07 | 00 | 01 | 02 8
14 14 15 16 17 10 11 12 13 04 05 06 07 00 01 02 03 2
15 15 | 16 | 17 | 10 | 12 | 12 | 13 | 14 | 05 | 06 | 07 | 00 | 01 | 02 | 03 | 04 8
16 16 17 10 11 12 13 14 15 06 07 00 01 02 03 04 05 4
17 17 |10 | 12 | 12 | 13 | 14 | 15 | 16 | 07 | 00 | 01 | 02 | 03 | 04 | 05 | 06 8




13.4 Nadgrupy
Definice nadgrupy

Cyklickou multiplikativni grupu G, nazveme nadgrupou multiplikativni grupy H," pravé tehdy, kdyz
Hy" je podgrupu grupy G,". Pokud je Fad grupy Hy™ nejmendi mozny ze viech podgrup G,", nazveme
G, minimdlni nadgrupou grupy Hy".

Tvrzeni (bez dlikazi)

a.

*

Necht G, je nadgrupou grupy Hy. Pak existuje podgrupa Z 2 G, , kterd je izomorfni

q(p)
sgrupou Hy = Zg ().
Necht Hy = Z;(p) a v je generdtor nadgrupy G,. Pak generator izomorfni podgrupy Z;(p) ma

v nadgrupé G, fad g-1, a plati v9~ ! = 1(mod p) .

Necht v je generator nadgrupy G,. Necht x = Z—:i. Pak generator w podgrupy Z;(p) 2 Gy je

urcen vztahem w = v*(mod p).
Necht u je generdtor grupy Hy" a v generétor nadgrupy Gp. Necht x = Z—:i. Necht prvek a €

a(p) 2 Gp aje urlen vztahem b = v*1°%u@%(mod p).

Hy . Pak existuje prvek b v podgrupé Zap) =

Tvrzeni (bez dikazi)

a.

Ke kazdé multiplikativni grup& Hy existuje nekone¢né mnoho nadgrup G, z nichz je pravé
jedna minimalni nadgrupou.

Pro multiplikativni grupu H3 je kazdd grupa G, nadgrupou a H3 = Z;(p) a Z;(p) ={1,p—1}.
Pro multiplikativni grupu Hg je kaZzdd grupa G, pro prvocislo tvaru p=4k+1 nadgrupou, tj.

H: = Zj(p) ={l,a,b,p—1}, a-b=1(modp), a+b = ptj.ZZ(p) ={l,a,p—a,p—1}

p-1
Pokud v je generator grupy G, , pak a = v + (mod p) a je generatorem Zz(p).

Pokud existuje G, kde p je prvocislo takové, Ze pro prvocislo q spliiuje vztahp = (¢ — 1) +
1, pak G, je nadgrupou grupy Hy.



14 llustrace

Zde jsou uvedeny ilustrace, které se mi nehodilo zafadit do vySe uvedeného textu.
llustrace pojmii pro grupu Z;"

Ciselna multiplikativni grupa Z;" ma fad ¢(7)=7-1=6.

Pro vysledek nasobeni prvkl grupy plati a*b (mod7), a, b € {1,2,3,4,5,6}
Pocet generatord grupy Z;" je @(6) = 2

Délitelé ¢isla 6 jsou Cislad = 1,2,3,6

Pocty prvk( fadu

1->@(1)=1...1prvekradul

1->@(2)=1...1 prvek radu 2

1->@(3)=2... 2 prvky fadu 3

1->@(6)=2 ... 2 prvky fadu 6 = pocet generator(

Generatory grupy Z7 jsou prvky mnoziny Gy = {3, 5}.

Ciselna multiplikativni cyklickd grupa mod 7 ¥ad prvku

1 2 3 4 5 6

ajn|h{w|N
unlwlir|old
AlRIO|IN|[OD
wlo|N|n |k
N[(D|O |~ |w
RI(N|JwW|D O
N[fo|jw|o|w|k

Podgrupy Z;

Délitelé fadu grupy n =6 jsou 1, 2, 3, 6. Existuje 1 podgrupa fadu 1, 1 podgrupa fadu 2 a 1 podgrupa
fadu 3.

Podgrupa fadu 1 ma prvek {1}.
Podgrupa Fadu 2 ma prvky Nos7 = {1, 6} neboli {1, u}.
Podgrupa Fadu 3 ma prvky N3,z = {1, 2, 4} neboli {1, u?, u*}.

Budeme faktorizovat podle N3/; ={1,2,4}.

1 2 3 4 5 6
1 1 2 3 4 5 6
2 2 4 6 1 3 5
4 4 1 5 2 6 3

+

Tedy pokud oznacime mnoZiny — rozkladové tfidy - A= {1,2,4} a B = {3,5,6}, pak dostaneme grupu Z,*.

Operace s rozkladovymi tfidami provadime modulo 7, tj. 4*3 (mod7) =5 atd.

A B
B A

co? je faktorgrupa Z;"/ Nsjz

A budeme faktorizovat podle N2/7 = {1,6}



1 2 3 4 5 6
1] 1 2 3 4 5 6
6| 6 5 4 3 2 1

1,6 2,5 3,4
2,5 3,4 1,6
3,4 1,6 2,5

Operace s rozkladovymi tfidami provadime modulo 7, tj. 6*2 (mod7) = 5 atd.

Oznaéme 0 ={1,6}, 1 ={2,5}, 2 = {3,4}, pak

0 1 2
1 2 0
2 0 1

to je grupa Z5

a tedy faktorgrupa Z7/N,,; = Z3

Generovani grupy Z;* generatory 3a 5

Exponent 1 2 3 4 5 6
Generator
3 3 2 6 4 5 1
5 5 pat 6 2 3 1

Tabulka diskrétnich logaritmi pro p=7.

7 X
1 2 3 4 5 6
logax 6 2 1 4 5 3
logsx 6 4 5 2 1 3

Nap¥. logs4=2 tj. 5°=4 , vie mod 7.

Izomorfni zobrazeni Z;'na C”

2mi i

w=¢ePl=¢3



w3=- 1

Kofeny rovnice

x6-1=0

Jsou izomorfnis 1,2,...,6.

Pro koteny aj,...,as rovnice plati v télese T,

al*a2*.. *a6=-1

al+a2+..+a6=0

Tedy mod 7

1*2*3*4*5%6 mod 7 = 720 mod7 = 6 mod7 = -1 mod7

1+2+3+4+5+6 mod 7 = 21mod7=0

15 Zaver

Toto je konec zakladniho prehledu. Pokracovani snad nékdy dopiSu. Zejména je dulezité se seznamit
s klasifikaci jednoduchych grup, co? je jeden z fascinujicich vyfesenych problém{ teorie grup. Tak
pristé.
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